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Trainingsaufgabe Analysis 03

Gegeben sind sie hyperbolischen Funktionen sinh (,Sinus hyperbolicus®) , cosh
(,Cosinus hyperbolicus®) und tanh (, Tangens hyperbolicus®) mit folgender Definition:

. e’ —-e™” eX +e™* e*—-e™*
== =2 "%  tanh (x)=———
sinh (x) 5 cosh (x) 5 (x) 1o
tanh (x) = S ()
cosh (x)

3.1 Zeige a) sinh‘(x) = cosh(x) b) cosh‘(x) =sinh(x) c)

e*—-e™”
3.2 Untersuche die Funktion tanh (x) = ——

o xUOR
e’ +e

- .

a) Untersuche die Funktion auf Symmetrie
b) Bestimme die Nullstellen der Funktion
¢) Untersuche die Funktion auf Monotonie, Extremstellen und Wendestellen
d) Untersuche das Verhalten der Funktion fir x — o
e) Skizziere mit den bisherigen Angaben den Graphen zu tanh
f) Begrunde, warum tanh eine Umkehrfunktion artanh besitzt und bestimme den
Definitionsbereich von artanh  (,area tangens hyperbolicus®)
g) Bestimme die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion artanh

X _ AX _ A—2x
e-e” _1-e zurKontrolle : artanh (x) :1[Ih (1+X

Hinweis: =
el +e> 1+ 2 1-x

)

und leite die Funktion artanh ab .

h) Bestimme eine Stammfunktion zu tanh

o f(X)
Hinweis : =In (f +c ; f(x)>0
inwei _[f(x) (f(x) ) (x)
) Zeige durch Ableiten, H(x) = x [@r tanh (x)+%[lh (1-x*) ; xO} 1,1 dass

eine Stammfunktion zu artanh ist.
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Losung ANO3

3.1 X _A7X X _f_a~X X -X
sinh(x) =& 2e sinh'(x) =& (2 e)._¢ +2e ) — cosh(x)
X+ s e+ (—eT) et -eT .
cosh(x) = cosh'(x) = 5 = =sinh(x)
e —e*
e*—e™* sinh(x
tanh(x) = =2 _sinh(x)

eX+e* e +e*  cosh(x)
2

3.1 f(x)=tanh(x) Wegen cosh(x)zO0 furalle x gilt D, =R

e —e™*

tanh(x) =
a) () e

tanh(—x) :% = —% = —tanh(x) fur alle x [OR
e +e e’ +e

d.h. tanh ist punktsymmetrisch zu (0/0)

b)
tanh(X) =0 = eX _e—X =0
tanh(x) =0 < e*—e™ =0 = x=0 N(0/0)
C)
e’ —e ™"
tanh(x) = ———
(=5
X “X\2 _(aX _Aa"X)2
tanhpy = & FEV e 4
(e*+e™) (e* +e™)

d.h. tanh ist auf ganz R streng monoton steigend.
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4 : :
tanh'(x) = ———— >0 besitzt tanhkeine Extremstellen.

(e" +e™)

tanh" (x) = (4(e* +&7)?)' =4 1-2) (e* +e™)° " —e™)
e —-e™”
(ex +e—X)3

tanh”(0)=0 d.h. mogliche Wendestelle bei x=0

Da tanh”(x)>0 fir x>0 und tanh”(x)<O fir x<0 ist (0/0) sowohl die
einzige Nullstelle, als auch die einzige Wendestelle.

- -1 1-e*

d —
) tanh(x) = e +e* @241 1+e

Wegen lime*

X — 00

ime™?* =0+ und lime* =0+
X _ 00 X — —00

gilt

limtanh(x) =1- und lim tanh(x) = -1+

X — 00 X —» —00
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e) tanh ist nach 3.2c) streng monoton steigend also umkehrbar:

_ef-e™ e -1
e*+e™  e¥ +1

- yme2x +1) :e2x _1

- e (y=-1=-1-
- er — 1+y
-y
(M+y0Q

—In FD
also gilt fur die Umkehrfunktion :

M+ x0

artanh(x)= —In —<H

Dartanh = VVtanh = ] _1’ 1[

e THEXOAT =0 (00 0 _101->q . 2 A
artanh’(x)= >H+xH (1-x)? = oHTd A—x? 1-x
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sinh (x) cosh' (x)

cosh (x) Icosh (x) x =In (cosh (x) ) +c

f) J’tanh (X)dX :I

9)
H(x) = x [@rtanh (x)+%[lh (1-x*) ; xOF 1

1 1 1
H' (x) =1@rtanh (x)+x 3 +— [ —2X
(x) ()X B— +— B— 1-2%)

= artanh (x) x Ot 11
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