in IR nicht definiert

Bemerkung: |¢& IR
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Die imaginare Einheit

z
=
g
g
2
=
Ed

hatten dann die formalen Losungen

und wenn wir verlangen, dass auch hier die Wurzelgesetze
gelten :
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Die imaginaren ,Zahlen®

heilen imaginare ,Zahlen® .

Ist die Menge der imaginaren ,,Zahlen”
Bemerkung: Diese Objekte haben das Pradikat ,,Zahlen” erst

verdient, wenn wir damit rechnen konnen.

Definition : Fur die multiplikative Verknupfung gilt
r-i=i-r foralle reR




«ﬁ% Cusanus-Gymnasium Wittlich Mathematik — n Fachlehrer : W.Zimmer

Die komplexen ,Zahlen”

heilden komplexe ,Zahlen” .

Ist die Menge der komplexen ,Zahlen”

Bemerkung: Diese Objekte haben das Pradikat ,Zahlen®
ebenfalls erst verdient, wenn wir damit rechnen
konnen.

Definition : Fur die addititive Verknupfung gilt
a+b-i=b-i+a furale zeC
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Die Gleichheit komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen sind also gleich, wenn sie in Real- und

Imaginarteilen ubereinstimmen.
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Beispiele fur komplexe ,Zahlen®

Weiter vereinbaren wir auch hier ,Punktrechnung vor

Strichrechnung® : _ _
a+b-i=a+(b-I)

Definition : Die komplexe Zahl z° =a —-b-i=a + (=b)-i
heillt konjugiert komplexzu z=a+Db-|
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Die Addition komplexer ,Zahlen®

Die Summe zweier komplexer Zahlen ist wieder eine
komplexe Zahl'!
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Definition einer Gruppe

Gl) axbeM firalleabeM ,,Abgeschlossenheit*
G2) (a*b)*c=ax(b=*c) fir alle a,b,ce M ZAG*

G3) Firjedes ae M existiert ein neutrales

Element n derart, dass a*n=a NE*“

G4) Firjedes a e M existiert ein inverses

Element a € M derart, dass a ™ a =n Ist. JIE"
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Kommutative Gruppe

G5) ax*b=b=xa fur alle a,b,ce M KG*

Gilt zusatzlich zu G1-G4 das Kommutativgesetz, dann heif3t
die Gruppe (M,*)

kommutative oder Abelsche Gruppe.

Begrinde, ob folgende Mengen mit der angegebenen
Verknupfung G_ru_ppgn_ sind :

- TyT T TTTTr—/— T tTT T

- mE o e—— - e wE——= = = = -~ -

(Z,+) (Z») (Q+) (Q°)




H
g
g
5
g

Fachlehrer : W.Zimmer

Die Abgeschlossenheit von (C,®)

Beweis: Seien z,=a+b:1 und z,=c+d:1 € C

(a+b-i)@(c+d-i):ga+02+gb+d2-i

eR eR

L _J
4
eC

Die Abgeschlossenheit ist damit eine Folge der
Abgeschlossenheit von (R, +)



Das Assoziativgesetz in (C,®)

Seienz; z,z; e C mit z, =a+bi;z,=c+d-i ; z;=e+f-i

(21 ) 22) D Z3 =
(a+b-)®(C+d-i)®(e+f i)=

(@+c)+(b+d)-1))D(e+f-i)= Def. von @
(a+c)+e)+((b+d)+1)-1) = Def. von @
(a+(c+e))+(b+(d+1))-1) = AGinR

(@a+b-)®@((c+d-N®(e+f-i))= Defvon @
z, © (z, @ z3) -
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Das neutrale Element in (C,®)

Beweis: Sei z= € C beliebigmit Zz=a+Db-I

N®z=
(0+0-)®(a+b-1)=
(0O+a)+(0+Db)-1 =
a+b-1=

Z
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Das inverse Element in (C.®)

Beweis: Sei z=a+b-i € C beliebig
Z®z=
(@a+b-D)®((-a)+(-b)-i)=
(@+(-a)+(b+(-b)i =
(@+(-a)+ (b +(-b))-i =
0+0:-1=
N
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Das Kommutativgesetz in (C,®)

Seien z, z, ¢ Cmit z,=a+b-i; z,=c+d-i
Z2,Dz, =
(a+b-)@(c+d-i)=
(@a+c)+(b+d)-i= Def. von @
(c+a)+(d+bh)-i= KGin R
(c+d-i)+(a+b-i)= Def von @

Z, Dz, =
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Die Subtraktion komplexer Zahlen

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

nnnnnnnnnn R

Definition :
2,—2,=2,92,

far alle komplexen Zahlen

Bezeichnet man das additiv inverse Element Z, =(-2)

dann ergibt sich
Z,-2,=2,®(-2,)
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Die Multiplikation komplexer .Zahlen®

Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist wieder eine
komplexe Zahl'!

C*=C\{n} nistdas neutrale Elementin (C,®)
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Das Assoziativgesetz in (C,0)

Seienz; z,z; e C mit z, =a+bi;z,=c+d-i ; z;=e+f-i
z,0(z,012z;)=
(@a+b-)O(c+d-)D)oO(e+f-i)=

((ac-bd)+(ad+bc)-))O(e+f-i) = O,
((ac —bd)e —(ad+bc)f)+ ((ad + bc)e + (ac —bd)f)i = ©
(a(ce —cf)—Db(cf +de))+( a(cf+de)+b(ce—df) )i= AGinR
(a+bi)O((ce—df)+(cf+de)i)= ©
(@a+bi)( (c+di)O(e+fi))= O,

Zl G>(22 @ ZS)
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Das neutrale Element in (C,0)

Beweis: Sei z= € C beliebigmit Zz=a+Db-I
NOZzZ=
(A+0-NO(@+b-1)=
(la—0b)+(0a+1b)-1 =
a+b-1=
Z
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Das inverse Element in (C*, Q)

Beweis: Sei Z=a+b-i € C peliebig
ZOZ=

(a+b-i)®( a __ b .i)Z

a‘+b* a’+b?

a’ . b® +( ba  ab :)i:
a‘’+b* a‘+b* (a*+b* a*+b’
1+0-1=
n
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Das inverse Element in (C*, Q)
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Das Kommutativgesetz in (C,0)

Seienz,; z, e C mit z,=a+b-i; z,=c+d-i

2,02z, =

(a+b-1)O(c+d-1)=

(ac —bd)+(ad+bc)i= Def.von O
(ca—db)+(da+cb)i= KGin R
(C-I—d'i)@(a-l-b'i): Defvon (©

Z, Dz,
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Das Distributivgesetz in (C,®,0)

Seienz,z,z; e C mit z,=a+b-i;z,=c+d-i ; z,=e+f-i
2,0(z,®2,)=
(a+bi)o((c+e)+(d+1f)i)=
(a(c+e)—b(d+f))+(a(d+f)+(b(c+e))i=
(ac +ae)—bd-Dbf)) + ((ad +af) + (bc + be))i =
((ac —bd) + (ae —bf)) + ((ad + bc) + (af + be))i =
((ac —bd)+(ad+bc)i ) @ ( (ae - bf)) + (af +be) )i=
(2,02,)®(2,02;)
=2,02,®z,012,
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Der komplexe Korper (C,®,0)

Ab sofort schreiben wir fur @, ® nur noch +,-
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Die Division komplexer Zahlen

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Definition :
Zl 1 .. e
—=7z,0— fur alle z,eCund z,e C

Z, Z,
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Die konjuglert komplexe Zahl in (C, @)
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Der Betrag einer komplexen Zahl
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Die Wurzel einer komplexen Zahl

Belspiel 1 Ti5—8i=a+p

= —15-8i=(a" - %)+ (2ap)

o’ — f°=-15
203 = -8

S(a=1AB=-4)v(x=-1 A [S=4)

J-15-8i =1—4i bzw. -15-8i = —1+4i
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Die Wurzel einer komplexen Zahl

Beispiel 2  V-15=+-15+0i =a +
= -15=(a" - %)+ (2ap)

—

200=0=a=0v =0
1Fall: =0 = -f%=-15= B =+/15
dh. =15 =0++/15i v +V-15 =0++/15]

2.Fall: =0 = a° =-15 = keineL6sung,weil e R

J-15 =0++/15i bzw./-15 =0—-+/151i
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Quadratische Gleichungen

mmmmmmmmmmm satwvsescoicen

Z
g
=2
£
g
2

z°+(2i-3)z+(5-i)=0
Mit a=1:b=21-3 c=5-1hat man

o -b+b?-dac _—(2i-3)%(2i-3)-4-1-(5-])
2.1 2.1
_(3-2)+/-15-8 (3-2)+(1+4i) (3—2i)+(L+4i)
2.1 2.1 2.1
IL={2-3i;1+i }




